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Exercice 1 (Temps d’atteinte d’une double barrière). Soit a < 0 < b et :

T := Ta,b := inf {t ≥ 0 : Wt ∈ {a, b}} .

L’objectif de cet exercice est de calculer la transformée de Laplace de T . On
définit Tx := inf {t ≥ 0 : Wt = x} pour x ∈ R.

1. Montrer que T est un temps d’arrêt par rapport à la filtration F du
mouvement brownien et que P[T < +∞] = 1.

2. Montrer que le processus Mλ
t := exp

(
λWt − λ

2 t
)

est une F-martingale
pour tout λ ∈ R.

3. En appliquant le théorème d’arrêt de Doob, montrez que

eλbE
[
e−

λ2T
2 1{T=Tb}

]
+ eλaE

[
e−

λ2T
2 1{T=Ta}

]
,

et que

e−λbE
[
e−

λ2T
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]
+ e−λaE

[
e−

λ2T
2 1{T=Ta}

]
.

4. En déduire queE
[
exp

(
−λ

2T
2

)
1T=Tb

]
E
[
exp

(
−λ

2T
2

)
1T=Ta

] =

(
sinh(−λa)

sinh(λ(b−a))
sinh(λb)

sinh(λ(b−a))

)
,

et conclure que

E
[
exp

(
−λ

2T

2

)]
=

cosh(λ(a+ b)/2)

cosh(λ(a− b)/2)
.

Exercice 2 (Intégrale de Wiener). Soit f telle que
∫
f2(t)dt est finie. On

considère le processus (Xt)t∈[0,1] défini par :

Xt =

∫ t

0

f(u)dWu

où (Wt)t≥0 est un Mvt Brownien Standard et (Ft) sa filtration naturelle.

1. Montrer qu’une limite dans L2(Ω) d’une suite de variable aléatoires Gaussi-
enne est nécessairement Gaussienne.
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2. En déduire que le processus (Xt)t∈[0,1] est un processus Gaussien car-
actérisé par:

cov

(∫ t

0

f(s)dBs,

∫ u

0

g(s)dBs

)
=

∫ t∧u

0

f(s)g(s)ds.

3. Montrer que X est un processus aux accroissements indépendants.

4. Quelle est la loi de X1?

Exercice 3 (Formule d’Itô).

1. Calculer
∫ t
0
WsdWs.

2. Calculer la dynamique de Xt =
W 3
t

3 − tWt.

3. Calculer la dynamique de Xt = xeaWt+bt.

Exercice 4 (Solution de l’EDS de Black Scholes). SoitB un Mouvement Brown-
ien Standard. On considère l’équation différentielle de Black Scholes:

dSt = St(µdt+ σdWt) et S0 = x.

1. A l’aide de la formule d’Itô montrer que l’unique solution de cette équation
est :

St = xe(µ−σ
2/2)t+σWt .

2. Calculer E[St].

3. Soit u ∈ C1,2([0, T ] × R+). Montrer que la formule d’Itô pour u(t, St)
s’écrit

du(t, St) =
∂u

∂t
dt+

∂u

∂S
µStdt+

∂u

∂S
σStdWt +

1

2
σ2S2

t

∂2u

∂S2
dt.

4. Pour α ≥ 2, déterminez la dynamique de Sαt .

5. En déduire E[Sαt ] pour α ≥ 2.

Exercice 5 (Représentation des solutions d’EDP). Soit u ∈ C1,2([0, T )×R) ∩
C([0, T ]× R) une solution de l’EDP de la chaleur

∂u

∂t
+

1

2
σ2 ∂

2u

∂x2
= 0, 0 ≤ t < T, x ∈ R, u(T, x) = g(x), x ∈ R.

On suppose que u et ∂u
∂x sont à croissance polynomiale en x: il existe des con-

stantes constante C <∞ et p <∞ telles que

|u(t, x)| ≤ C(1 + |x|p), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ R.

1. Appliquez la formule d’Itô à u(t+ s, x+Ws).
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2. En déduire que pour tout ε < T − t,

u(t, x) = E[u(T − ε, x+WT−t−ε)].

3. En utilisant le théorème de convergence dominée, en déduire une représentation
probabiliste pour u:

u(t, x) = E[g(x+WT−t)].
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